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V. Die Ellipse. 


33. Definition und Gleichung der Ellipse, 


Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte, 
für welche die Summe der Entfernungen von zwei 
festen Punkten A und A konstant ist. 

Bewegt sich also ein Punkt so, dass in jedem Augenblick seiner 
Bewegung die Summe seiner Entfernungen von zwei festen Punkten 
F und F, dieselbe ist, so beschreibt er eine Ellipse. 

Die beiden festen Punkte / und Z, heissen die Brennpunkte 
(foci) der Ellipse, die von irgend einem Punkte P der letzteren nach 
I 5 
ihnen gezogenen Geraden Brennstrahlen(Radien-vectoren.) 

Um tür die Elipse eine Gleichung abzuleiten, wählen wir die 
Mitte O von AA, als Coordinatenanfang, die durch ZZ, bestimmte 
(Gerade als A-Achse, die Senkrechte darauf in O als P-Achse und 
bezeichnen die constante Summe PF+ PF, (r + r,), zweier Bretin- 
strahlen durch 2a, die Entfernung /7, der Brennpunkte durch 2e. 


(Dann ist 7 +7, > 2e, also a > el 
Ist nun P (Fig. XXXI) ein beliebiger Punkt der Ellipse, so ist, 
wenn von P aut die A-Achse das Lot PO gefällt wird, OQ =x, 
OZ 9, OCF=¢ — x OP, =€ 74%, ao ' PRZERZEYL (EI X), 
PF? =r* =y?+ (e + x)?, demnach 
c / NA WAT peter, SEES 
2a=7T-+7, Vy pex" + Hate x)?. 
Daraus ergiebt sich: 2e — Y y? + (e — ap = V 9? + Lee 
da? —4a | Pr ler 4)? | Fly? de CF AZ dE 42 = y+ C° 41 Pex E 
da? — dex = 4a | yt +(e — x), as — Seier 4 eine? ady? |. ae? — 
2a*ex a?x?, (a? — e?)x? + ary? aa? Ba) 
Setzen wir nun noch @ — e? 6? und dividieren die Gleichung 
dra h J ei y? 
durch a?0?% so erhalten wir endlich —— a (e 
a” o- 


Unter Zugrundelegung unseres Coordinatensystems gilt diese 
Gleichung für jeden Punkt der Ellipse und, wie sich leicht nachweisen 
lässt, tür keinen andern, es ist also: 

> Dr 1 
a eh) er a 
BSN KOS 
die Gleichung der Ellipse und zwar die sogenannte Mittel- 
punktsgleichung. 
Aus dieser Gleichung ergeben sich leicht die beiden neuen: 


Y - ei; a Ge bës y a i Sas 4 ” 
Ag Ve — PA ib sg || a? —xa?, 


A er 


d. h., es giebt nur so lange zusammengehörige reelle Werte von x 
und y, als y zwischen + 6 und — 4, x zw ische ‘n + a und — a liegt. 
Die grössten (absoluten) Werte, welche x und y annehmen können, 
sind bezw. + a, + 4, d. h., die Ellipse liegt oy innerhalb des Recht- 
ecks, das durch die Parallelen x = + a, y = + 6 zu den Achsen 
begrenzt wird. Da ferner zu jedem Mars von x zwei gleiche, aber 
entgegengesetzte von y gehóren und umgekehrt, so ist die Ellipse in 
Bezug auf jede der SE Achsen symmetrisch. Da endlich mit 
stetig sich änderndem Werte der einen Unbekannten auch die an- 
dere Unbekannte sich stetig ändert, so ist die Ellipse eine ge- 
schlossene Curve. 

AA, = 2a nennt man die grosse, BB, = 26 die kleine 
Achse, OF = OF, = e die lineare Excentricität, A, A, 
B, By, die Scheitel, O den Mittelpunkt, jede durch ihn hin- 
durchgehende Sehne einen Durchmesser der Ellipse. (O halbiert 
nämlich nicht nur die beiden Achsen der Ellipse, sondern jede durch 


ihn hindurchgehende Sehne; denn aus der Gleichung der Ellipse 
x? y See = á 
— + => = 1 und der Gleichung der Geraden y = mx ergeben sich 


a? EN 
sire ent ; EB 
als Coordinaten der Schnittpunkte leicht x = Ware 
mai EN b + am 


y ‚ wobei die oberen, bezw. untern Vorzeichen 


+ 
=: V b2 + a? am? 
einander entsprechen; die Schnittpunkte liegen also symmetrisch zum 
Coordinatenanfang). 

Die Scheitel 2 und £5, sind wegen a? = 5? + e? von jedem 
der beiden Brennpunkte um die halbe grosse Achse eh während 
AF = AF, = Sa — e, AF, = AF = 4 + e ist. 

te kleiner e wird, umsomehr nähert sich die Ellipse dem Kreise, 
den wir also als einen Specialfall der Ellipse ansehen können. 


Für x = + e erhalten wir die zu den Brennpunkten gehörigen 
SE 5? s . e 
Ordinaten y = + —: Man bezeichnet die doppelte Brennpunkts- 


- 5? - Sg 
ordinate 2 — durch 2f$ und nennt sie den Parameter der Ellipse 
a 


(Für den Kreis ist wegen e = 0, 6 = a, also 24 = 2a = 2»). 


34. Konstruktionen der Ellipse. 


Aus der Gleichung der Ellipse, bezw. aus der grossen (kleinen) Achse 
und der Excentrität der Ellipse ergiebt sich eine Anzahl von Kon- 
struktionen, von denen hier die folgenden aufgeführt werden mögen. 


7 po \ i e PI 
1; Bringen wir dieGleichung der Ellipse auf die Form y = Vaz Be: 


und setzen kurz Y a? — x? = n, so ist y die zur Abscisse x des 
Kreises a gehörige Ordinate und a Arzu also y vierte Pro- 
portionale zu a, A y. Daraus ergiebt sich tolgende Konstruktion : 

Man beschreibt über 24 als X-Achse den Kreis und verkürzt 
jede Ordinate desselben im Verhältnis d:a, dann bestimmen die 
gefundenen Punkte die Ellipse. Analog: Kreis über 25 als 
Y-Achse und Verlängerung jeder Abcisse im Verhältnis a: 0. 


Yə 


i 


ran 


En 


Durch Verbindung beider Konstruktionen ergiebt sich endlich 
folgende (Fig. XXXID. Man zeichnet die concentrischen Kreise, 
welche die Achsen zu Durchmessern haben, zieht in ihnen irgend 
einen Durchmesser und durch die Endpunkte je eine Parallele 
zu der Achse der Ellipse, welche Durchmesser des andern Krei- 
ses ist. Die Schnittpunkte P und P* sind dann Punkte der Ellipse. 
Bew. einfach. 


; Da PF + PF, = 2a, so erhält man beliebig viele Punkte der 


Ellipse, wenn man 2a in 2 Teile teilt, von denen der kleinere 
mindestens = a -— e sein muss, und mit diesen Teilen Kreise 
um die Brennpunkte schlägt. (Jede Teilung giebt 4 Ellipsen- 
punkte). 

Schlägt man um einen der Brennpunkte einen Kreis mit der 
grossen Achse, zieht in ihm irgend einen Radius, verbindet den 
Endpunkt desselben mit dem andern Brennpunkt, so ist der 
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten dieser Verbindungslinie und 
des Radius ein Punkt der Ellipse. (Bew. sehr leicht.) „Die El- 
lipse ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, 
welche einen gegebenen Kreis innerlich berühren und durch einen 
gegebenen Punkt gehen.“ 


; Schlingt man um die beiden Brennpunkte einen in sich zurück- 


laufenden Faden von der Linge 24 + 2e, spannt denselben durch 
einen Schreibstift und führt diesen dann in einer durch die Brenn- 
punkte gehenden Ebene herum, so beschreibt er die Ellipse. 
(Vel. $ 23 No. 5.). 


$ 35. Aufgaben zu $ 33 und $ 34. 


; Fúr die Punkte der Ense, deren Achse mit den foordinetenagbsen 


zusammenfallen ist - rH =f für welche Punke ist ` a +7 o % 17 


: Wie heisst die ins der Ellipse, deren Eege 34 es; 


lineare Excentricität 15 ist und deren Achsen die Coordinaten- 
achsen sind ? 


Die Gleichung einer Ellipse unter der vorigen e aus 
x 

Hauptachse 24 und Parameter 2% zu bestimmen. (+ Zeg =1). 
a? c 


; Die Coordinaten des Mittelpunktes einer Ellipse mit den Halb- 


achsen @ und A sind c und d; wie lautet ihre Gleichung? 


x — cy (y — dy 
` Ge zeg så = 1. 

; Wie heissen die Gleichungen der zum Punkt (x,, y,) der Ellipse 

2 ye 
+ a %= 1 gehörigen Brennstrahlen? Setzen wir in die all- 
gemeine Gleichung der durch zwei Punkte bestimmten Geraden 
($ 12) für x, y, die Brennpunktscoordinaten e, o, bezw. — €, o 
ein, so erhalten wir leicht y = y, TA bezw. y = 4, = +s, 
~ 1 = cond D 1 
ER N 60 
Beispiel: + + ll x,=5B, 9 dë, giebt y = — q (12) 
60 - 

und y = 55; (X + 12). 


Wie lang sind diese Brennstrahlen? Aus 7? = (e — x,)? + 43, 
n?=(et xa) +? folgt ais 4ex,, ferner ist 7, + 7 24, 
26%, e ung 
also 7%, — r = ‚ demnach r=a-— Xi, n = a x. — 
a a a 
Ge E ; sed abe 5 mO 
Für obiges Zahlenbeispiel: 7 = 8 ml fg 17 pt, 


J 
Welchen Winkel schliessen diese beiden Brennstrahlen ein ? 


= e - = e ~ A PRN m, — Mm, st 
Setzen wir in die allgemeine Gleichung für Ze = 4 fiir 
- MM, 
e . 60 mes Mo 
m, und m, ihre Werte — KS und 991 ein, so erhalten wir 
p= 142023 2AM 
~s ` . x” y” x? y? Pa, ai y” 
Ne He Ellipse L á ES . wail Salt ` a 
6; Die Ellipsen CHE 1 1577 jo? l, gt 06 1 zu con 
struieren, 
S 36. Ellipse und Gerade. 
‘ j ò F MN 2] erg? 5 A 
(regeben ist eine Ellipse Som: 7 > - 1 und eine Gerade y = max n, 
x a~ - 3 P 


zu untersuchen, unter welchen Bedingungen Ellipse und Gerade Punkte 
gemeinsam haben. 
Die Coordinaten der Schnittpunkte sind offenbar wieder die ge- 


D a" 
meinsamen Wurzeln beider Gleichungen. Wir finden für sie die Wert» 
-a mnt ab] (AAA 33 72 PRE wah V Fag FA E 
x OWE ad LiL PA s of y U'n At $ (177 4 A 
am? + oi í ant + 6 


Die beiden Linien haben also zwei, einen, keinen Punkt gemein- 
sam, jenachdem aim? + 425 n? ist. 
Setzen wir nun noch für Gi seinen Wert a? — e? so geht die 


vorige Bedingung überin at(1-+m2) Z eg + n?oder a? (1 + tea > epn 
oder a? = (e? + 722) cos?a. 


Fällen wir nun (Fig. XXXIII) von O und F die Lote OZ und 
FN auf die Gerade, O/ auf AN und ziehen ON, so ist EN = OL = ncosa 
OL= ecosa, also ON? =(e?-H 2) costa. Hieraus gewinnen wir den Satz: 

Eine (rerade schneidet eine Ellipse in zwei Punkten, 
berührt sie, trifft sie nicht, jenachdem der Radius « des 
Umkreises (die grosse Halbachse) grösser, gleich oder klei- 
ner ist, als die Verbindungslinie des Mittelpunktes der 
Ellipse mit dem Fusspunkt des von einem Brennpunkt 
auf die Gerade getällten Lotes oder jenächdem der 
Fusspunkt des von einem Brennpunkt auf die Gerade ge- 
fällten Lotes innerhalb des Umkreises, auf diesem oder 
ausserhalb liegt. „Die Fusspunkte der von den Brenn- 
punkten auf eine Tangente der Ellipse gefállten Lote 
liegen auf dem Umkreise.* 

Die Coordinaten des Mittelpunktes der durch die Ellipse aus 


der Geraden y= mx -+n herausgeschnittenen Sehne sind bezw. 
x, + A amn Vy +17, bn 
Y == AS E age AID: a == . Daraus folgt: 
2 am + 0’ - 2 am +- Ai S 
E: 3 Ai 
y =— — X= MX. 
am 


Da diese Gleichung von 2 unabhängig ist und selbst einen Durch- 
messer darstellt, so .erhalten wir den Satz: 

Die Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Ellipse 
liegen auf einem Durchmesser. 


> ) 

Aus am, — _ folgt: mm, = — = Diese Gleichung ist sym- 
metrisch in Bezug auf m und an, d. h., sie bleibt ungeändert, wenn 
man 72 durch »z, und umgekehrt ersetzt. Daraus folgt: die Mittel- 
punkte der zum Durchmesser y x parallelen Sehnen liegen 
auf dem Durchmesser y MX. 


Zwei Durchmesser, von denen jeder die zum andern parallelen 
Sehnen halbiert, heissen konjugierte Durchmesser. 


Trifft ein Durchmesser y mx die Ellipse in einem Punkte 
Xi, yı) so trifft der konjugierte Durchmesser sie in den Punkten 
. a b (éi . ` e 
Ka d Vis Jo | x,; denn wegen 2 =+ lautet die Glei- 
J H ; vi 
1 1 H 1 a 1 
chung des zweiten Durchmessers y = — —,-x und aus ihr und der 
t ay; 
Ellipsengleichung ergeben sich als gemeinsame Wurzeln obige Werte. 
1 Ary y? NHK > A 5 Ac 
( ; 1, y = — ach x; = + — 5% 1; beide Seiten 
a b a”ı (> (ad Le 
al, Ne TE "E EI Be Y, ay, 7 a ay? 
mit - multipliciert: 425% 1) Sa, 2 — u. s. w.) 
b y ar 4 D- b? 


Nennen wir diese beiden Durchmesser bezw. 24%, und 20, so ist 


Die Summe der Quadrate irgend zweier konjugier- 


ter Durchmesser einer Ellipse ist gleich der Summe 
der Quadrate der Achsen 
S 37. Tangente und Normale der Ellipse. 

1; Im vorigen $ ergab sich als Bedingung dafür, dass die Cre- 
rade y mx + n Tangente derEllipse sei, die Gleichung am? + 4? =— 772? ; 
es ist also y mx +V am? + Ai eine Tangente. Soll diese die 
Ellipse in einem bestimmten Punkte (x,, y,) berühren, so muss auch 
I: WIX, | ami + 6? sein. 


\us dieser Gleichung ergiebt sich der für die bestimmte 
Tangente geltende bisher noch unbestimmte Wert von m. 


5 
Es, ist. y? — 2majy, + mix? am? + 0% oder ma? -- x,?) 
| | i e VE 
2mxıyı + (6? — y?) = 0: nun ist aber auch —- - Kr ie also 
- a H 
E > adv,” > = Aix? „air? ‘ ¢ 
a? — x’ 1, 2 — y? +, demnach m? —- 20723 N 
b - a Vi 5 
E od Maa ly BER iebt sicl u 
oder (72 ~ 0 ieraus ergiebt sich m = — 5 
a” d b a ) i z 5" ay; 
AAA IA, Pas z} b f ; =a 
und 2 V am? + A == Aë = V bx? + ay? 
KAN av, 
p? 


Die Gleichung der Tangente im Punkte (x,, %) der Ellipse 
` ES Di va , vv 
lautet somit: y = — Ser væl oder — + =4 = 1. 


GW] a a” b? 


SN 
Fs ist demnach: 


x, Wi = | 


( D 
die Gleichung der Tangente im Punkte Ge, al der 
À e XX i KK d 
Ellipse op E =L 


Wir erhalten aus der Gleichuug der Ellipse 


XX ‘ vy 3. ~ . ry ` 
EE ER 1 die Gleichung der Tangente im Punkte 
a é O 


(X, Y), wenn wir in der Ellipsengleichung je eine 
der laufenden Coordinaten x, y durch die des Be- 
rührungspunktes ersetzen. (Vgl. $ 19, 3 26). 
Die Normale der Ellipse im Punkte (x,, y) hat demnach die 
ay , v — y x — x 
— (x ul oder — = y 


By 2 


bx ` av Div 
~ - . L A e 1 
2; Die Gleichung der durch 2 Punkte (xi, 1), (%, Yə) der El- 


Gleichung : y — 4; 


. ` ïy — y Y, — Ya ° ‘ 
lipse gehenden Sekante lautet: * = diese lassen wir nun die 
č v > - d Y 
1 GH 2 


beiden Punkte einander unendlich nahe rücken, die Sekante zur Tan- 
e . m e y 
gente werden, so ergiebt sich als Gleichung der letzteren —— = =. 
e 2 i: x ` 
å ES, e i 
Diesen Wert S bestimmen wir analog wie früher. Da beide Punkte der 
J 


Ellipse angehören, gelten die beiden Gleichungen 42%,2 + gi? =a?0?, 


bx)? + ay? = gäil Aus ihnen ergiebt sich durch Subtraction 
© 9 g 9 » > = v Ka ERS hi Y La.) 
bx? — x7) = — ay? — 47) und hieraus; +—~? == = —._, 
o a = 2 = GR Me H 
- a : 0 b’x P 
woraus beim Zusammenfallen der beiden Punkte poe u folgt. 
Fy £ 
Säi 
5 TT m y — Y, b*x, 
Die Gleichung der Tangente lautet also: = = — -— oder auc h: 
z N, Fans An a un 
9 | 2 CR EI : VX, yyy 
ayy, + Dax, ab? oder endlich: — + 7 = 1. 
Ge 7 x 


§ 38. 


Die Coordinaten. Ge, y) des Berührungspunktes 

der durch den Punkt (Ga an die Ellipse- tgr =1 geleg- 
C 

ten Tangente zu bestimmen. 

Analog wie beim Kreise ($ 20) erhalten wir hier die beiden 
SS, Ex ny x? y ; 
Gleichungen: — + = 1 und A + — = 1, aus welchen sich 

= a BC a 


für die Unbekannten x, und y, die Werte ergeben: 
5 : 


7 2 E SE m 
em EEE ER: 1 = b Y CEA 1 
> U g AS ee a 1) it J 1 b2 
NM a? b? al a? 
DYSE ES Br Wer Re = E2 y? : 
E in ae SÉ Kik 
a? b? a? b? 


wobei einander die oberen, bezw. unteren Wurzelzeichen entsprechen. 
Daraus geht hervor, dass man von cinem Punkt an die Ellipse zwei, 

KE) dl ` 

- - T . br nå > 
eine, keine Tangenten legen kann, jenachdem — + Så z 
S a? RER 
jenachdem der Punkt ausserhalb, auf, innerhalb der Ellipse liegt. 


Taise € he 


S 39. Aufgaben zu § 37 und $ 38. 


1: Welche Coordinaten haben die Schnittpunkte der Ellipse, 


x? y? ` N A 1 TET ya í Vv 
-_+2_ = 1undder Geraden y = x + ——, der Ellipse —=-+=,= 1 
ay 4° a Ə Oh 3° 
$ 3 ae a y? 
und der Geraden y = x — E der Ellipse SE + 1 und der 
Geraden y — 0,3x + 2,52 Antwort: bezw. +, = 3, y = 3,2, 
155 1954 i 36 231 
- = KE, ze , — 3 y == e EE om = Zë 
Xa 41 D Va 205 H Xy vat | Vi 2,4, X, 17 , N 85 
p= AS RE A Ge iM 

2: Wie lauten die Gleichungen der Tangenten, welche an die 
Er? a. ye 8 Go "A 1 ` å 
Ellipsen geet ve E d ee "e 1 bezw. in den Punkten x, = 2,4, 
Y = 24, 2 96, yı = 3 gelegt werden können? Antwort: 
i 9 SC 5 Se 
p= == +93--,,9=—- — E + 8 
) 16 4 9 E: 

Wie lauten die Gleichungen der zugehörigen Normalen ? 

3: In welchen Punkten berühren die durch die Punkte & = — 4, 
n= 6, bezw. ¿= 6, y =5 gehenden Tangenten die Ellipse 
x? y? a. y ' 
= L — = 1, bezw. kee = 11 
ARE ° $ 12° 5? 


4: Im Punkte Do, y) (Fig. XXXIV) ist an eine Ellipse eine 
Tangente gelegt; die Längen der Subtangente, der Subnormalen, der 
Tangente, der Normalen und des zwischen den Achsen gelegenen 
Tangentenstúckes Z zu berechnen. 


Für den Punkt 7 ist in der Gleichung der Tangente y = 0, wir 
. D . VE 
erhalten also zur Bestimmung der Abscisse dieses Punktes —} = | 
- a? ; 
e i beten a — e ~ m D -+ 
somit x = OT = —. Die Subtangente 7R hat also die Länge 
1 Ka 2 
I 
a a — %7 ay, 
—— e XxX; —= — —— = SO 
Xy x Dr, 
Für A ist in der Gleichung der Normalen y = 0, also — y, = 
ar, 2 b?x a? — Gë e? 2 
21 e ran a = > E lis > oe ña > N 
Br, (x — x,), woraus x 4 — Spez E qa Y folgt. Die 
2 i > e? a? — & y? 
Lange der Subnormalen ist also x, — — X = ——— = = Y] 
5 ! Gs a? L a? 1 
gin? aty,? + plx 2 y? 
rye SE "722 pz 3 1 2 2 SA LL E EE 
» S = a4*0 — 
Ferner ist 77 SES AN Y Ka Se " 
a?b?x, o — (a? —- 63,3 —— = 5 (04 — E 
, dx,” 22 
ay ? e? av? on an v ee ee 
a e ae ee ge also Tangente 77? = =" 4 — e2%,? 
D (a ze A EA rr,, also Tange 7 SS Va eX, 


Y e Al Pa any b a! \ 
Analog ist NZ? E y 2 ! i 
i a 1 per 
demnach Normale NVP E Kr —V' rr, : 
(1 Léi 
pa. a a. io pr en a UK 
Entsprechend O1 — ist OS demnach T.S? 
S 7 SE ba 
ay, 2 -L bix? ab: ; e” a?p? > IR ab / 
A = (a — M1?) — r7,, also 7S Lë ep, 
Vu Ji Y, UN ` a z Vi Y; 7 Sch: 
r . . . yo - y D 
Zahlenbeispiel hierzu: ee Ze Log 10, Y Si 69: 
DN 4) e ” 
è = ; u 250 R 595 1 119 1/ 69 
dann ist: 7R 6.9 NK LT a ee 
169 169 10.13 * 
Ze 119 
¿EN A 
10 | 09 
S 40. 
Aus der Gleichung OZ welche die Unabhängigkeit der 
: E 
I 
Lage des Punktes Z von 4 ergiebt, folgt noch der interessante 


Satz: Alle Tangenten, welche die über einer und der 
selben (grossen) Achse konstruierten Ellipsen in Pun k- 
ten von gleicher Abscisse berühren, schneiden ein- 


ander in demselben Punkt dieser Achse. 


~ . » e e y ar D a e a a - CA 

Es ist ferner (Fig. (XXXIV) 71,7 - € ——, 

cade af t Ge 2 ne r, Ara Ek Lea 
Ié 7 =- ` a i A e — CG E - e FA A 1 

X 1 22 | a2 a? 
~ i i . r 3 r er 3 V . T ` a y 
daraus folet: AN: AA FT:F.T, d. h, die 4 Punkte £, Di, N, 
T sind 4 harmonische Punkte. Im harmonischen Strahlenbüschel 
DNA 


P(E, F,, N, T) stehen aber die beiden Strahlen PN und PT auf 
uud Tangente halbieren 
die von den beiden zum Berührungspunkt: gehörigen 
3rennstrahlen gebildeten Winkel. „Wellen in einem 
er Ellipse erzeugt, kreuzen sich sämtlich 


einander senkrecht, also: Normale 


Brennpunktein 
in zweiten.“ 


11. Tangentenkonstruktionen. 


SCH 


Unter Benutzung der getundenen Eigenschaften der Ellipse 
lassen sich nun leicht folgende Autgaben lösen: 
a; In einem Punkte P an eine Ellipse eine 

1: Halbiere den Nebenwinkel von FPF. 

Ellipse, lege an ihn in 

seinem Schnittpunkt O mit der Ordinate von P die Tangente, 

welche die grosse Ache in 7" schneidet, ziehe ZP. 

; (Fig. XXXIV.) Verlángere FP um AP bis G, dann ist 
die Mittelsenkrechte 2/7 aut /,G Tangente der Ellipse 

Ode DEl 


Tang nte zu ziehen. 


2: Konstruiere den Umkreis der 


my 


denn zieht man OM, so ist FO: Zb 


also OM || FG und FG a, Fl liegt auf dem 


Umkreis (Vgl. $36), oder auch (weil PN | GF.) HP 1 PN. 
Von einem Punkte O an eine Ellipse eine Tangente zu legen. 


(Fig. XXXIV). 


EK | 


1; Örter für Z: Umkreis der Ellipse, Halbkreis über OQ. 
2; Orter für G: Kreis mit 2a um Æ, Kreis mit Oé, um Q, 
IT Mitte von AG. 


$ 42. Flächeninhalt der Ellipse. 


Denken wir uns die Flächen derEllipse und ihres Umkreises durch 
Parallelen zur F-Achse in sehr schmale Streifen zerschnitten, so müssen 
je zwei einander entsprechende Streifen der Ellipse und des Kreises 
sich zu einander wie 4:a@ verhalten, da sich jede Ordinate der Ellipse 
zur entsprechenden des Kreises wie 4: a@ verhält ($ 34,1), somit muss sich 
auch die ganze Ellipsenfläche zur ganzen Kreisfläche wie 4:4 verhal- 

4 2 ed Vi A SH £ S 
ten, also = a’n.— = abr sein. Die Fläche einer Ellipse ist 
a 
das geometrische Mittel zwischen den Flächen des Um- 
und des Inkreises, 


VI. Die Hyperbel. 


§ 43. Definition und Gleichung der Hyperbel. 


Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte, 
fúr welche die (absolute) Differenz der Entfernungen von 
zwei testen Punkten “und A unveránderlich ist. 

Bewegt sich also ein Punkt so, dass der Unterschied seiner 
Entfernungen von 2 festen Punkten unverándert bleibt, so beschreibt 
er eine Hyperbel. 

Die beiden festen Punkte F und 7, heissen die Brennpunkte 
der Hyperbel, die von einem Punkte P der letzteren nach ihnen ge- 
zogenen Geraden Brennstrahlen. 

Wir wählen nun als X-Achse die Verbindungsgerade der beiden 
Brennpunkte F und F, als Y-Achse die Mittelsenkrechte aut FA, und 
bezeichnen die konstante Differenz PA, — PF, (7, — 7), durch 2a, 
die Entfernung der beiden Brennpunkte durch 2e. (Aus der Figur 
ergiebt sich dann sofort 2a < 2e.) 

Ist nun P (Fig. XXXV) ein beliebiger Punkt der Hyperbel, so 
ist, wenn PRL XX” OR=x, PR= y, FR=x—e FR =x+ €, 
also PFs y? = (x +92 + ya, PRere (4 — ef + y, 


demnach Ze = 7 — r = Ve + tyr - Vie #7, 
4a’ + da Vix ej + y + x? — lx te +y = x + Ser 
+e+t yy, Aa — dex = — 4a V(x — 0 Laf, at — 2atex 
+ ea? = da —2atex ae + ay, (ei ax? —ay® = aXe? — an. 

Setzen wir nun noch ei — a2 — 6? und dividieren die Glei- 


= 1. 


P é x? y? 
chung durch a?b?, so erhalten wir endlich — — Fr 
a” o 


Unter Zugrundelegung unseres Coordinatensystems gilt diese 
Gleichung für jeden Punkt der Hyperbel und, wie sich leicht nach- 
weisen lässt, für keinen andern, es ist also: 

x? y’ 


a? b 


= 1 


die Gleichung der Hyperbel und zwar die sogenannte Mittel- 
punktsgleichung. 
Aus dieser Gleichung ergeben sich leicht die beiden neuen: 


Y SOS ER Y SET ESAS 
<= + VTA, y= + VR Ta. 
Fúr y = 0 ist x = E a, die Hyperbel schneidet die X-Achse 


in den Entfernungen + æ vom Coordinatenanfang; für jeden andern 
Wert von y ist (absolut) x > + a, d. h., in dem Streifen, welcher 
durch die beiden Geraden x — + a und x = — a begrenzt wird, 
liegt kein Punkt der Hyperbel; zu ër m Wert y gehören zwei gleiche 
aber entgegengesetzte \Verte von x, die Hyperbel ist also symmetrisch 
zur Y-Achse und besteht aus 2 voll ständig getrennten Teilen (Ä sten); 
zu jedem Wert von x gehören zwei gleiche, aber entgegengesetzte 
Werte von y, die X-Achse ist ebenfalls eine Symmetrieachse; mit 
wachsendem Werte der einen Unbekannten nimmt auch der der an- 
dern zu, die Hyperbel erstreckt sich (nach beiden Seiten) bis ins Un- 
endliche und ist eine offene Curve. 
Ki 2 

Aus ra = =; — 1, folgt (absolut) y < + =H. Es ist also 
die Ordinate eines Hyperbelpunktes mit der Abscisse x absolut stets 
kleiner als die entsprechende der Geraden y! = + 2 x, die Hyperbel 


a , 
t o 


liegt also ganz innerhalb der durch die beiden Geraden y = + — x 


aus der Ebene herausgeschnittenen Flächenstücke, welche durch die 
X-Achse halbiert werden. Schreiben wir ferner die Gleichung der 


3 b / 2 7 
Hyperbel in der Form y = + — x] 1 — %,so ersehen wir, dass 
a ES 
. e 4 b ; - a? \ 5 = 2 
die Differenz y! — y = t—ı (1 — Vi — —,) der beiden Ordinaten 
S $ å pr 


y' und y, die zu demselben x gehören, mit wachsendem x kleiner und 
kleiner wird, ohne jedoch für endliche Werte von x zu verschwinden. 
Die Hyperbel nähert sich also mit wachsendem x diesen (reraden 
mehr und mehr, ‘bis letztere im Unendlichen ihre Tangenten werden. 
Man nennt diese beiden Geraden Asymptoten (ovuninw, dobuntwrtos). 

Wir nennen AA, = 2a die Hauptachse, BB, = 2% die 
Nebenachse, (die Konstruktion ergiebt sich aus der Figur), e die 
lineare Excentricität, A und A, dieScheitel, die Tangenten in ihnen 


Scheiteltangenten, jede durch O gehende Gerade (bis zu den 
Ästen der Etyperpel) einen Durchmesser (Vgl. § 33). (4,1 AF, 
=e a, AF EI La =- l — A). 

ist A= 2 V “2, also d = a, so stehen die beiden Asymptoten auf 


einander senkrecht und die Hyperbel heisst in diesem Falle gleich- 
seitig. 


Fir x = + erhalten wir die zu den Brennpunkten ge- 
N LE r . SE AA : 
hörigen Ordinaten y = + —. Man bezeichnet auch hier die doppelte 
ry a 
À 262 h IDA 8 E An Pa r Ea 
srennpunktsordinate durch 24 und nennt sie den Parameter 
a 


der Hyperbel. 
§ 44. Konstruktionen der Hyperbel. 


Aus der Gleichung der Hyperbel, bezw. aus der Hauptachse 


— EN — 


(Nebenachse) und der Excentricität ergeben sich leicht folgende 
Konstruktionen. 


E: 


N 


6; 


r 
> 


Aus b:a = Vy? + &: x sind Punkte der Hyperbel auf 
folgende Art zu finden: (Fig. XXXVI OC = OB = A 
OA =a, OD = y, AE || OD, OB: OA = DB: DE oder 


b:a = V9? + B: DE, also DE = x. Der Kreis mit DE 
um D trifft die durch /) zur A-Achse gezogene Parallele in 
einem Punkt P der Hyperbel. 

Wird um A, mit 2g ein Kreis beschrieben, so ist, wenn der 
Schnittpunkt von AP mit diesem Kreise durch A bezeichnet 
wird, PF = PS, P liegt also auf der Mittelsenkrechten von 
FS. Durch Vertauschung von / und F erhält man den 
andern Hyperbelast. 

Schlägt man um den einen Brennpunkt mit 24 + z, um den 
andern mit z Kreise, so geben deren Schnittpunkte zwei 
Punkte der Hyperbel. Durch Vertauschung der Kreise erhält 
man den andern Ast. z muss mindestens = e — a sein, weil 
sonst die Summe der Radien kleiner als 2e ist, die Kreise 
einander also nicht schneiden. 


S 45. Autgaben zu $ 43 und $ 44. 


Fúr die Punkte der Hyperbel, welche die Coordinatenachsen 


x x y* S ; e 
zu Achsen hat, ist — — E 1, für welche Punkte ist 
a” d 
Es A e 
a? DE NS 


Wie heisst “die Gleichung der Hyperbel, deren Hauptachse 8, 
deren lineare Excentricität 10 ist und deren Achsen die Coor- 
dinatenachsen sind ? 

Die Gleichung einer Hyperbel aus ihrer Nebenachse 24 und 
ihrem Parameter 24 unter der vorigen Bedingung zu bestimmen. 


Ei =). 


d 


Analogon zu $ 35, 4. 


Wie heissen die Gleichungen der zum Punkte (x,, y,) der Hyper- 
x? 2 . D d = e 
Dei, ae = 1 gehórigen Brennstrahlen? y = 4, Zn 
x—te sane es : me y 
bezw. y = 9 —T— (8 35). Beispiel: — —-— = E 
- - x te ` 42 oe 
a 5 45. - A e SR 
u = 9 O ? i IF j CA Jg (x — 0), 4 ER (X N 
ye . . > 1 e ex; f ex, y 
Wie lang sind dieBrennstrablen? "=$ ==, 1 — > +a; 
a 
; or e dD 5 Tas G 
fürs Zahlenbeispiel: 7 = 6—, 7, = 14. Ihr Winkel q 
i i = ¡AN OBJ 1D" 
ist bestimmt durch Ze = 187’ also y = 21951'15". 
: y2 y? x? v2 q? y? 
ie Hyperbeln5-—-=. = —_—— = 1, 4 — Zoe se Ä 
Die Hyperbeln FE 53 1, es 75: > Jp? Fe 


zu zeichnen. 


$ 46. Hyperbel und Gerade. 


- x: y? 2 
Aus den Gleichungen — — 4; = 1 einer Hyperbel und y — 
G 
mx + n einer Geraden ergeben sich als Coordinaten der Schnittpunkte 
= amn + ab b? + n? — atm? y Bin + abV bt + n? — arm? 
— — S a SE e 
0? — am? Ai — am? 
Hyperbel und Gerade haben also zwei, einen, keinen Schnittpunkt, 
y! E 
ienachdem 5? + n? — aim? = 0 ist. Setzen wir wieder Ai = e?.— a? 
J | < 
und m = tea, so geht diese Gleichung über in e? + 72? 5 atoa +1) 
ò £ g 5 S T j 
sx 


oder a? 2 (ei + acosa. Fällen wir nun (Fig. XXXVII) von O und 
F auf die Gerade y = mx + n die Lote OL und FN, ziehen OZ//ZN, 
und verbinden O mit N, so ist ON? = OF + EN? = OR-+ OL? 
= (e? + n3cos%a. Nennen wir noch den Kreis úber der Hauptachse 
AA, der Hyperbel ihren Hauptkreis, so lautet das Ergebnis unserer 
Untersuchung: Jenachdem die Entfernung des Fusspunk- 
tes des von einem Brennpunkte der Hyperbel auf eine 
Gerade gefällten Lotes vom Mittelpunkt des Haupt- 
kreises grösser, gleich, kleiner ist, als dessen Radius, 
oder jenachdem der Fusspunkt dieses Lotes ausserhalb 
des Hauptkreises, auf diesem, innerhalb desselben 
liegt, hat die Gerade mit der Hyperbel zwei, einen, 
keinen Punkt gemeinsam. Der Fusspunkt des von 
einem Brennpunkt der Hyperbel aut eine Tangente ge- 
fällten Lotes liegt auf dem Hauptkreis. 

Ist in der zur Bestimmung von x dienenden quadratischen Gleichung 


0? = a*m®, so geht sie über in — 2amnx = a(b? + n?), woraus 
> nn n? — b? 
sich x = — y = —3 7 ergiebt; die Gerade hat also in 


diesem Falle mit der Hyperbel im Endlichen nur einen (nicht 2 
zusammenfallende) Punkte gemeinsam, ist also nicht Tangente. Da 


e é b S ? 
aber in diesem Falle m = + —, also die Gleichung der Geraden 
= tT y Y + zist, so ist diese einer der beiden Asymptoten 
parallel Jede einer Asymptote parallele Gerade 


schneidet die Hyperbel nurin einem Punkte im End- 
lichen. 
Bringen wir die Gleichung für x auf die Form 


ab? + ai 


x = — -— ——~ (durch Rationalmachung des 
a’mn + ab Vn? + 5? — aim? 

Zählers) und setzen dann 3? = am”, so folgt: 

ab? + 22) ab? + n?) a 
x = = > = — A (A =: e )„,also 

amn + abn abn + abn b 
2 2 n? — Gi 

x Se es, = 00, demnach y = "eh = © 


Die Gerade hat also mit der Hyperbel auch in diesem Falle zwei 


== LD 


Schnittpunkte gemeinsam, von denen aber einer im Unendlichen liegt. 
(Für die Asymptote ist z = 0, also auch x, = y, = oo). 


§ 47. Tangente und Normale der Hyperbel. 


Genau auf dieselbe Weise. wie in $ 37 für die Ellipse, 
ergiebt sich tür die Tangente im Punkte (&,, y,) der Hyperbel die 
~ . XxX vv 
Gleichung En = ; 
lassen sich fast wörtlich wiederholen, die Gedächtnisregel bleibt 
wörtlich dieselbe. Aus der Gleichung der Tangente ergiebt sich als 


1. Die beiden dort gegebenen Ableitungen 


- - = b?x e sarg 
Richtungsbestimmende der Wert = » demnach lautet die Gleichung 
2, 

- 1 
= arty Vv y x— x 
der Normalen y A. == al EI oder TA 2 2 Eë 
d 71 bx, ` A ay, b?x, 
S 48. 
Die Coordinaten (x,, y) des Berührungspunktes der 
= 5 x? y? 
durch den Punkt (é, y) an die Hyperbel — — al = 1 ge- 
J a 7 
legten Tangente zu finden. 
2 Seh EX ny SE n? 
Aus den beiden Gleichungen  — 7! _ 1 und HL -4 = 1 
ergiebt sich: 
CP" "Mis e E e wef oe E y 
E+ Y — Seck zt) nt— ef EE SE 
A a DB a IE a A7 
x a : hp de e > 
E Bia 
a? b a? 3 
wobei einander die oberen, bezw. unteren Wurzelvorzeichen entsprechen. 
2 S £2 
n° - AA 2 
Jenachdem also Få + 15 =— ist, d h, jenachdem der Punkt 
J d See 


ausserhalb, auf, innerhalb der Hyperbel liegt, sind von ihm an sie zwei, 
eine, keine Tangenten möglich. 


(= : n A jí . 
se = 4 LE. 4 a liegt der Punkt (€, y) auf einer Asymp- 
a St oO 3 : 
tote, so wird der Nenner = 0 und die Werte von x, und y, sind 
scheinbar unbestimmt. Machen wir aber (wie oben) die Zähler rational 
£2 2 
D Ss H Le ÆT 
und heben dann den gemeinsamen Faktor — — a aus Záhler und 
a? 2 
Nenner fort, so erhalten wir: 
x OO, EA y 00, % = PZN) es a E 
EE SET MEET TAR EE u 2aE 2n 


Von einem Punkte der Asymptote lässt sich im Endiichen nur 
eine Tangente an die Hyperbel legen. (Die andere ist die Asymp- 
tote selbst.) 


§ 49. Aufgaben zu § 46 — § 48. 
1; Wie heissen die Coordinaten der Schnittpunkte der Hyperbel 


a ‘ I l 
iis 1 und bezw. der Geraden y =: — A a= 
1 5 : 4 2 
25 20 , 
' x— „Y =x — 4? 
J 12 3 
$ AN N il 
Antwort: 2 = 5, 4% =3 To Ya TA 153 ; 
A 58 
Vi Ca E Y, Y, oO ee 
— 64 + 167 V 113 — 100 + 16)’ 113 
Mio = — nn mm Na = — — 
12 9 EN 9 
2; Wie lauten die Gleichungen der Tangenten, welche 
an die vorige Hyperbel in den Punkten x, =- — 5, 
9 3 e L = 3 3 e F 2 3 
h = IA AS 1b ED San 8 = DEBE 


gelegt werden kónnen ? 
Wie lauten die Gleichungen der zugehörigen Normalen’? 
3; In welchen Punkten wird die Hyperbel von den durch die 
Punkte € — 8, y = 10, bezw & — 4 y = — 35 gehenden 
Tangenten berührt ? l 
4; Im Punkte Axi, ml (Fig. XXXV, ist an eine Hyperbel eine 
Tangente gelegt, die Längen der Subtangente, der Subnor- 
malen, der Tangente und der Normalen zu berechnen. 
Ganz analog wie in $ 39 erhalten wir für 7 und N bezw. 
a~ 


die A bscissen - „x, und als Längen obiger Strecken bezw. 


o a > 
m e — a2 ary. 2 = ei Se a? b? grees 
TRIER Sh NRE AT TES 
x; b2x, a l a’ 
(| Lë S ER e a j pa q 
1 9 AS 4 = 1 Ges 72 E 2 2 Ez 1 os 
bx, oo P b “i | dE = a } Sj = 
b - v2 y2 o 
I e ec ae - ‘ A S y DO E 
7 Zahlenbe e = A en É 
hn ilenbeispiel a3 5 1,%, pol a 


a 


Aus der (rleichung OT = folet wieder der Satz: Alle 


Tangenten, welche die über einer und derselben Haupt- 
achse konstruierten Hyperbeln in Punkten von gleicher 
Abscisse berühren, schneiden einander in demselben 
Punkt dieser Achse. 


P urn ' a? m a2 e ei 1 
Da ferner ET sne RET al dd = FEN = 5% te, 
S x KS? 1 oi") 
Véi SCH 
"N = 7% .e ist, so folgt wieder 47: FT = AN: FN und 
t 


daraus wie bei der Ellipse: Normale und Tangente einer Hy- 
perbel halbieren die von den Brennstrahlen gebildeten 
Winkel. Ein von einem Brennpunkte kommender Strahl 
w ird von der Hyperbel so reflektiert, als ob er von an- 
dern ausginge. 


§ 51. 


Ziehen wir (Fig. XXXVIII) eine zur Hauptachse senkrechte 


eg ES 


Sehne PP' der Hyperbel, welche die Asymptoten bezw. in Q und Q' 
schneidet, so ist, er wir die in $ 43 eingetúhrte Bezeichnung bei- 
re halten, PO = y — y, PQ' y + y alsoP? . PO = y? y? 
b bin? E E 
( — x)? E —0= Aë Das Rechteck aus den beiden 
- H d a” 


Stücken, in welche eine von den Asymptoten begrenzte, 
zur Hauptachse senkrechte Strecke durch die Hy rperbel 
geteilt wird, ist gleich dem Quadrat der halben Neben- 
achse, 

Ziehen wir ferner PK // QO, PLW 00, so ist A KO ~ 
000 ~ OEE. also OF: LE’ = KP:PQ' oder e: 25 KP:y' +y, 


i 


also AP ot; ebenso ist A LOP m OEÉ', also: LP: PQ = 
y — y l "D TD ov? — y KO: 
LP e —=, demnach AP. LP = e = — e? 
2b 45? 4 


Zieht man durch einen Hyperbelpunkt zu jeder Asymptote 
eine Parallele bis zur andern, so ist das Rechteck aus die- 
sen Parallelen gleich dem vierten Teil des Quadrates 
der Excentricität. 

Ist PP" (Fig. XXXVIII) eine beliebige Sekante, welche die 
Asymptoten in A und SY schneidet, und P"N // QO, M der 
Schnittpunkt von PX und P"N, so ist: PK. NM P"N.KM oder 
(PM + KMNM = (P"M + NMXKM, also PM. NM P"M. KM 


oder PM : KM = P'M: I VAZ. Nun ist aber ferner 217 : KM 
PP". P'S" und PM; NM PP": PS, woraus sich 2S = P".S", also 
auch PS“ = P"S ergiebt. Der Abschnitt einer Sekante 


von dem einen Schnittpunkt mit der Hyperbel bis 
zu einem Schnittpunkt mit einer Asymptote ist 
gleich dem von den beiden andern entsprechenden 
Schnittpunkten begrenzten Abschnitte. 

Ist der Berührungsp yunkt einer Tangente (x,, y,) und schneidet 
sie die Asymptoten in den Punkten (ec, y”), (x", y"), so ergiebt sich 
leicht aus den Gleichungen der Tangente und der Asymptoten: 


a®b - ab? T EM j ab? 
lr A dl rr Pg 
Dx, — Si 0%, E, bx, + ar Ox, + ay, 
und daraus als Mittelpunkt des zwischen den Asymptoten liegende n 
Ar vd y É vi y 
Stückes der Tangente x" — — EL Yo Feet he 


Das von den Asymptoten begrenzte Stück einer 
Hyperbeltangente wird durchden Berührungspunkt 
halbiert. 


$ 52. Tangentenkonstruktionen. 


Unter Berücksichtigung der Eigenschaften der Hyperbel lassen 
sich analog wie bei den übrigen Curven die Aufgaben låsen : 
In einem Punkte P an eine Hyperbel eine Tangente zu legen. 
Halbierung des Winkels FPA 


9 


2; Konstruktion der Strecke zwischen den Asymptoten, 
welche in diesem Punkt halbiert wird. 
Konstruktion des Punktes 7; in welchem die Hauptachse 
geschnitten wird, aus OT:a = a:x, 


4; (Fig. XXXVII) Orter für M : Hauptkreis und Halbkreis 
über FP. 
b; Von einem Punkte Q an eine Hyperbel eine Tangente zu legen; 
1; Orter für M: Hauptkreis und Halbkreis über FO. 
2; Kreis mit 2a um /,, mit QF um Q ; Schnittpunkt beider 
A. OG L FH ist die gesuchte Tangente. 


§ 53. Die Scheitelgleichun gen. 


A 


Als Scheitelgleichung der Parabel haben wir bercits gefunden 
y? = 2px. Verlegen wir nun auch bei Ellipse und Hyperbel die 
Y-Achse soweit nach links bezw. rechts, dass sie Scheiteltangente 
dieser Curven wird, und bezeichnen die Coordinaten für das neue 


Achsensystem vorläufig durch &, y, so ist für die Ellipse x = E — a, 
y = 9, für die Hyperbel x = & + a, y = y und die Gleichungen 
gehen demnach über in 
Esas. gp 1 LE + a)? y? 1 
lee in ech En 
woraus sich als Scheitelgleichungen leicht ergeben, wenn wir 
e Ai E 
wieder — = Ø setzen: 
a 
SO Bio e EG dl CES 
y? = 2PE Ga bezw. y? = 2/8 4 re 
(Für den Kreis ist A = a = 7, also E. 1.) 
a 


Setzen wir nun noch für E und y wieder x und y, so erhalten 
wir endlich als Scheitelgleichungen unserer vier Curven: 
Parabel: .y? = -2px (rragafálleiv = gleich sein). 
~ ki O 
SR . ; RA e 
Ellipse: 92 = 2x — —x? ae d 
P en a o (&ileinew = kleiner sein). 
Kreis: 72 = 2rr — x? | 


2 D P D e 444 ee . 
Hyperbel: y? = 25x + A (neofállew = grösser sein). 


Aus der Vergleichung der Scheitelgleichungen der Ellipse und 
der Hyperbel mit der jener Parabel ergiebt sich sofort, dass erstere in 
letztere übergehen, sobald man æ bei endlichem A unendlich gross 
werden lässt, d. h, sobald bei endlichem Werte des Parameters 
der Mittelpunkt der Ellipse, bezw. Hyperbel ins Unend- 
liche rückt. 


e 


Nennen wir schliesslich noch — =e die numerische Exen- 
a 


tricität der Ellipse, bezw. Hyperbel, so ist diese bezw. 


V1 Be v= V1 =e . Wächst daher a bei endlichem a ins Unend- 


a? 


liche, so wird e = 1. „Je mehr sich die numerische Excen- 
tricität einer Ellipse oder Hyperbel der Einheit nähert, 
umsomehr nähert sich die Curve selbst einer Parabel“ 


Fig XAI. Y 
g aX, 


Fig. XXN m ar pus 


Fig XXN. 


